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7.6 Funkce rostouci a klesajici, extrémy funkce

Definice

Funkce f je rostouci v bodé z, existuje-li okoli ¢ (z) C D(f) takové, ze
1) Vo, € U(mg), 21 < zo: f(z1) < f(0),

2) Vaa € U(x0), 72 > 00 f(22) > f(0)-

Funkce f je klesajici v bodé z, existuje-1i okoli U(zy) C D(f) takové, ze
1) Ve, € U(xg), 21 < o : f(z1) > f(20),
2) Vo € Z/{($0),l’2 > I - f(.’L'Q) < f(]?o)
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7.6 Funkce rostouci a klesajici, extrémy funkce

Maé-li funkce f v bodé z( derivaci

= f'(x9) > 0, pak je funkce f v bodé z, rostouct,
= f'(zg) <0, pak je funkce f v bodé z, klesajici.

Je-li funkce f spojitd na intervalu (a, b) a mé-li v intervalu (a, b) derivaci
® f'(x) > 0, pak je funkce f rostouci na intervalu (a, b),
® f'(x) <0, pak je funkce f klesajici na intervalu (a, b).
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7.6 Funkce rostouci a klesajici, extrémy funkce

Definice
Funkce f ma v bodé z, € D(f)
ostré lokalni minimum, resp. ostré lokalni maximum,

jestlize existuje

okoli P(x¢,0) C D(f) tak, Ze pro vSechna =z € P(x,0)

plati f(x) > f(xo), resp. f(z) < f(zo).

Ostré lokdlni maximum a minimum nazyvame ostré lokalni extrémy.

Y

f
/ » maximum: f(z) < f(z1)

minimum: f(z) > f(x9)
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7.6 Funkce rostouci a klesajici, extrémy funkce

Véta
Je-li funkce f spojitd v bodé z € R a existuje-1i prstencové okoli P(z, )
takové, Ze f je

= v P~ (x0,0) rostouci a v P*(xg, ) klesajici, pak ma f v bodé z, ostré
lokalni maximum,

" v P~ (zo,0) klesajici a v P (zy, §) rostouci, pak ma f v bodé z, ostré
lokalni minimum.

Y maximum Y minimum
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7.6 Funkce rostouci a klesajici, extrémy funkce

Funkce f mtiZe mit lokalni extrémy
a) v bodech, v nichZ f'(zg) =0 ... staciondrni body,
b) v bodech, v nichZ f nema derivaci.

||

f'x0) =0 f'(x0) A f'(x0) =0
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7.6 Funkce rostouci a klesajici, extrémy funkce

Je-li f'(zo) = 0 a mé-li funkce f v bodé z, druhou derivaci f”(x¢) # 0, pak
mé funkce f v bodé z ostry lokalni extrém a to

® ostré lokalni maximum, je-li f”(zo) < 0,
® ostré lokalni minimum, je-li f”(x) > 0.

Ptiklad 7.12

1
Urcete intervaly monotonie a lokdlni extrémy funkce f(z) =« + —.
x
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7.7 Funkce konvexni a konkdvni, inflexni body

Definice

Ma-li funkce f derivaci v bodé z, € R, pak fekneme, Ze f je v bodé z, ryze
konvexni, resp. ryze konkavni, jestliZe existuje okoli P(x,d) takové, Ze
pro vSechna x € P(x,0) plati

f(@) > f(@o) + f'(z0) (x — @), resp. f(x) < f(zo) + f'(z0)(z — z0),
tj. graf funkce f leZi v P(zy, d) nad te¢nou, resp. pod te¢nou, sestrojenou
v bodé [1‘0, f(.l‘o)]

konkavni t
Y konvexni f (pod tenou) f
(nad te¢nou) F(@) @i
F'(20)" (x — o)
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7.7 Funkce konvexni a konkdvni, inflexni body

Ma-li funkce f v bodé z, € R druhou derivaci f”(zo), pak je-li
® f"(x9) > 0,je f vbodé x, ryze konvexni,
® f"(x0) <0,je f vbodé z, ryze konkdvni.

Je-li funkce f spojitd na intervalu (a,b) a ma-li v intervalu (a,b) druhou
derivaci

= f"’(x) > 0, pak je funkce f konvexni na intervalu (a, b),
" f"(z) <0, pakje funkce f konkdvni na intervalu (a, b).
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7.7 Funkce konvexni a konkdvni, inflexni body

Definice

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé z, inflexni bod, jestlize v z, existuje
te¢na ke grafu funkce f a f” méni v 2, znaménko, tj. funkce se v z, méni
z konvexni na konkdvni, nebo obracené.
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7.7 Funkce konvexni a konkavni, inflexni body

Pro inflexni bod z, funkce f plati:
a) f"(z0) =0, nebo
b) f"(zo) neexistuje.

y s y
0 T 0 T
f"(x0) =0 f"(xo) A

Mgr. BLANKA MORAVKOVA, Ph.D. BAA101 — Matematika 1 11/22



7.7 Funkce konvexni a konkdvni, inflexni body

Ptiklad 7.13

Urcete intervaly konvexnosti a konkavnosti a inflexni body funkce
f(z) =zln(z —1).
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7.8 Asymptoty grafu funkce

Definice (Asymptota bez smérnice)

Pfimka

r = Xo

se nazyva asymptota bez smérnice funkce f v bodé z, € R, jestlize ma
funkce f v bodé z, alesporn jednu jednostrannou limitu nevlastni, tj.

lim+ f(x) = £o0 nebo lim f(x) = oo

Tz, Ty

Asymptoty bez smérnice
® nazyvame také svislé asymptoty
= mohou byt v bodech nespojitosti funkce, tj. v bodech =y ¢ D(f), nebo
na okraji defini¢niho oboru
® jsou rovnobézné s osou y
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7.8 Asymptoty grafu funkce

Definice (Asymptota se smérnici)

Pfimka

y=ax—+b abeR

se nazyva asymptota se smérnici funkce f prox — oo, resp. prox — —oo,

pravé tehdy, kdyz
a=tim P, b= Jim[f(e) - asl
resp.
a = lim @, b= l_i)r_n [f(x) — ax]

T—r—0o0 g8
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7.8 Asymptoty grafu funkce

Asymptoty se smérnici
® pro a = 0 nazyvame také vodorovné asymptoty
® pro a # 0 nazyvame také Sikmé asymptoty
® vodorovné asymptoty y = bjsou rovhobézné s osou x
= Sikmé asymptoty y = ax + b protinaji osy z a y
® pokud pfi vypoctu koeficientt a, b jedna z limit neexistuje nebo je
nevlastni, pak funkce asymptotu se smérnici nema
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7.8 Asymptoty grafu funkce

Y
T o
2 vy=3
y = arctg
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7.8 Asymptoty grafu funkce

r=—1 Yy _ x?
yiw—i—l
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7.8 Asymptoty grafu funkce

y = x + 2arccotgz

y=x+ 2w

V4 x
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7.8 Asymptoty grafu funkce

_6902—1—2
-1

Urcete asymptoty funkce f(x)
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7.9 Prubéh funkce

1. Z ptedpisu funkce: D(f), znaménko funkce, prtseciky grafu s osami,
sudost / lichost, periodi¢nost

Z prvni derivace: rostouci a klesajici, lokdlni extrémy
Z druhé derivace: konvexni a konkdvni, inflexni body

Asymptoty: se smérnici a bez smérnice

ARSI N

Graf: ke viem vySe zminénym bodtm dopocitdme funkéni hodnoty a
zkombinujeme zjisténé informace
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7.9 Prtibéh funkce

Ptiklad 7.15

Je déna funkce f(z) = arctg 1—T——z Urcete:

—_
[

a) defini¢ni obor;

b) prvni a druhou derivaci, obé derivace upravte;

¢) intervaly monotonie; lokdIni extrémy (pokud existuji) a jejich funkéni
hodnoty;

d) konvexnost, konkavnost; inflexni body (pokud existuji) a jejich funkéni
hodnoty.

Priklad 7.16 !

Vysettete prubéh funkce f(z) = ] fo.
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